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となる。一方、二次元非圧縮性流体は流れ関数によってその運動を記述できることから、
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一一十 V.V( = o.θt 、
まとめると、渦度((民y)の従う方程式は、
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が実際に実験を行い、正 η角形配置の安定性を調べ、 17三5は安定、 n三6は不安定であると結
論づけたが、安定性の解析は後に Havelockによって線形解析がなされた [20]0しかし、どの ηが
安定・不安定の境になるのかは諸説があり、暖味だ、った。その後も Morikawaand Swenson [21]、














? ?? (14) 
で与えられる。入η はη番目の点渦の循環である o 運動方程式は、
入f三2-〉iZE
n dt ーθ乙1- (15) 
或いは、
d.Tn eJH ， dν凡 δH入一一= ~ --• A 一一二一一一 (16) 
日 dt θYn; "n dt θ.1、九う
と与えられる o Xが座標、 υが運動量と見ると、左辺に循環があるため、厳密な意味でのハミルト
ンの運動方程式ではないが、その点を除けばハミルトンの運動方程式と見なせる。例えば、ポア
ソン括弧を書くと、以下のようになる。





























保存量の数と可積分性:保存量はハミルトニアン (1個)、 linearimpulse(2個)， angular impulse(1 







円周境界内の点渦系を考えることにする o 円周の半径を Rとする。点渦の位置を r= (ιy)と
して、 z二 x+iyと複素数表示すると、系のHamiltonian(系のエネルギー)は、無限平面系の場合
と同様に、無限大に発散してしまう自己エネルギーを除いて、
N 唱 N N 噌 N N 












dXn θH ¥ dYn θH 入一一二一一入一一一一一一ぅ (22) 
η dt aYnう ndt a.Tn 
と与えられる。この系の保存量は、運動に関係して独立なものとして、 (1 )ハミルトニアン H、
( 2 )慣性モーメント (angularimpulse) 1がある。ほかに、独立ではないが、全循環玄ηんも保
存量である。
保存量の数と可積分性:保存量はハミルトニアンと angularimpulseがあるので、 1-点渦系、 2-










我々 は、 3-点渦系に対して、 Arefand Pomphrey [26]の方法を用いてポアンカレ断面を調べ、ど
のような運動形態があるのか調べてみたいl。使った正準変換の詳細は [1]に譲って、以下にその
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I lV(E)dE = I .I d.T1dY1 ・d.TNdYN= AN， (24) 
J-∞ JD JD 
である。ただし、 Dは点渦の動ける領域であり、 AはDの面積である。通常の統計力学における
小正準集団の考え方を応用するならば、エントロビーSは次のように与えられる。
S = log lV(E). (25) 
ただし、 Boltzmann定数は kB= 1とした。これから「形式的にJ温度を定義することができる o
つまり、
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図 3:ポアンカレ断面:(a)1= 50ぅE= 2 .4 ~(b)1 二 50~E = 2.8~ (c)1 = 100， E= 2.25，(d)1二











T dE lV(E) dE 
(28) 
とエネルギーの増加に伴って負になる。ここで、 Boltzmann因子eβHによってどのような状態







































図5に、 N 二 6724、入。=0.15の系に対して、 107回サンプリングを行った後の状態数の分布を




の値、及び 1=0の面内での Eoでのピークに対する半値幅は減少することが確認できた [2]。す
なわち、粒子数が無限大の極限で、状態密度は E= 1 = 0にピークを持つデルタ関数になると予
想、できる。
理想気体(正温度)では、よく知られているように、 EχTである。一方、この系の負温度側
(E> Eo、I二 0)における状態数のE依存性を調べたところ、図6に示すとおり、 lnTV{E; 1)矢 _E2



















































図 7:点渦群の時開発展の様子。 (a)T > 00 E = 24.1，1向。，R = 50.0ぅ入=土0.15，Ntot = 6920. 






合のエネルギーは、 E= 24.1 < Eoなので、温度は正である。一方、 (b)の場合のエネルギーは、





るo この同符号点渦の凝集が、負温度における特徴的振る舞いである o (b)の時開発展シミュレー
ションはァ=200まで続けても、この 2クランプの配位は、基本的に変化しないので、平衡状態
にあるものと考えられる。
ここで、 s<Oの場合の平衡状態(図 7(b)アニ 32)での2つのクランプの位置関係について、簡
単なモデルを用い、考察する。二つのクランプをそれぞれ 1個の点渦に見たて、背景は一様に分布
しており、中性化しているものとする。すなわち、半径Rの円周境界内に、正の点渦 1個が (γぅ0)






























問題が生じることが Kraichnan[32]によって指摘された。この問題点はこの節で述べる o その後、
円周境界に関しては平衡状態として軸対称解を平均場近似で求めたものとして木田 [3]の仕事があ
る。同じように平均場近似で平衡状態を扱ったもの(正方形の領域で周期境界条件)として Jovce
and Montgomery [34]; Pointin and Lundgren [35; 36]がある。また、正方形領域で周期境界条件
の場合に、状態密度を解析的に見積もることも成功している (Sey1er[37])。木田の仕事で見つかっ










































式 (37) に現れる n~<mIZn -Zml2は、次の Vandermonde行列式の積(ム(z)ム(z)*)で書くこと
ができる。 Vandermonde行列式を以下のように定義する。







ただし、 αり=z{-1(i，j = 1，2，.， N)である。?は置換を表している。また、 P1，P2，• ・ .， PN は 1
から Nまでの数字を置換?によってあてがうことにする。 I(N" = 1)の場合は、ちょうどラン
ダム行列論における Ginibreアンサンブル [41]と等価であって、積分値は、
N 










s(α) =日(向一α'j)， (43) 
i<j 
N 
s(at) = IT(α.r -a})， (44) 
Zく3
さらに、
100...0)三 10)110)2・・・ 10)N' (45) 
である。 10)は調和振動子の固有状態を表すケットである。したがって、単純に期待値




zγ= (1ー (1-x))γ 




ただし、 O~ Ixl三1である。この式のzにs(α)、或いは、 s(αt)を入れれば、
ぶ r(γ 十1)ηふ(n ¥ I ，¥k {s(α)}γ=ヤ ー1)、‘ I'，v )(ー 1yc{ム(α)}k，お r(n+ l)r(γ-n + 1)' -， ~ ¥ k ) (48) 
となり、 Vandermonde行列式の整数べきで書くことができる。したがって、求める積分、式 (46)
を評価するためには、
(00...01 {s(α)}η{s(at)}m 100...0)， (49) 
を評価できればよいことになる。ただし、 n，m.は正の整数である。ちなみに、昇降演算子の数を
考えれば、
(00...01 {s(α) }n{s(at)}m 100...0) = dnm (00...01 {s(α)γ{s(at)}n 100...0) ， (50) 
であろう。
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この積分は少なくとも次の領域で定義されている。
















































2 1 ~ 12¥f ~ 一~ 1μz勾刈1リ121~ 一~ 1μz勾2|P2 l N 一~ (ZIZ弓;)y l N 一~ (Z2Z勾i)11ん山(μZI，Z2) 
と与えられている。一般の ηに対する n-点相関関数の解析表現も与えられている。
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問符号点禍の場合(入n 入?η=1γ ・・ぅ N)、エネルギースペクトルは、
噌 ( N 、
E(k) = A~L ~ N入2+2入2ヤJo(klzn一川)~ ， 
4πkl 兵二 j (82) 
















ル (GUEぅs= 2)、ガウスシンプレクティックアンサンブル (GSE，s=4))4 
Pβ=1 (8) (π2) (85) ~8 exp ~ -~8~ ， (GOE)， 
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I ~ CIA2100 dr raほP(-C2r2)ゐ(kr)
次の積分の評価は [51]に載っている。
バ∞ 2 州中~，/(ν+μ+1 つdxx均一αX-Jv(白)= 出主 / ( 2 ，ν+ 1;-;0)ぅ (89) 2να-2 r(ν+ 1)¥/ 
(88) 
ただし、 F(α，b;z)は合流型超幾何関数である (Rβ(α)> 0， Re(μ+ν) > -1)0 Izl→∞における、
F(α，b; z)の漸近形は、
r(b) ぶ (α)η(α-b+ 1)ηF(a.， b; z) ，. A一一一一(-z)一α、、(-1)η r(b -α) お
r(b) _z α-bぶ (1ー α)n(b-α)η +B一一-，:-e-z 、-
r(z) お n!zn
(90) 
である [52]。ただし、 (α)η=α(α 十 1). . . (α+η-1)であり、 AとBはStokes係数である。我々
はこの漸近展開において Stokes現象を考えなければならない。負の実数zについては、 A= 1か
つB二 Oと取るべきであることから、主要項の評価は
F(a.， b; z) rv (-z)ーへ (91) 
となる。従って、 Zの評価は、
I，-， k一(a十1) (92) 
となる。それゆえ、エネルギースペクトルの漸近形は、











川Jヘ‘・+'φ4砂 8000 Fituting 2 l 一一一一一0.2ト キム 十.+ + 7000 
( 、M』・;:a
6000 〉、 Oト + . +ZF且 肝心主 5000 
4000 




-0.4 -0.2 O 0.2 0.4 O 4 10 15 20 25 30 
x r 
(a) (b) 












R2(r) = brαexp( -cr2). (94) 
その結果は、 α=0.5673、b= 42506、c= 40.17である。パラメータを増やして試した中で、最も
フィッティングが良かったのは、次の関数型である。
R2(r) = brαexp( -crd). (95) 
この場合、 α=0.6365、b= 55565、c= 31.81、d= 1.795であった。図9にこの分布に対するエ
ネルギースペクトルを載せてある。 kQ，(α田 -3)の振る舞いから k-1のテールの振る舞いに遷移
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図 9:エネルギースペクトル E(k)(図8に対応)(無限平面系):N 二 1000，入=1.0.中間領域の
べきは -2.65である。 kが小さい所と大きな所のべきは -1である。
まとめると、いくつか数値計算を行ったところでは、無限平面の場合、問符号点渦系では、エ
ネルギースペクトルは、
( k-1， (k < ki)， 
E(k) rv { k-α， (ki < k < k2)う
l k -1， (k2 < k)， 




異符号点渦の場合は、循環を入n 入(n= 1，..， A1)、ん=一入(η=A1十1γ ・，2N)とおいて
考える。この場合、条件乞どん#0は満たされていないといけない。エネルギースペクトルは、
E(k) -.!一<2N入2十入2 ~ Jo(klzη - zml) 4πk ) --.. ，.. ;ムd
t ηヲf:m，++
一入2 乞 Jo(klzn -zml) +入2 L Jo(klzη - Zml) } 
n戸m，+ー，ー + nヂm，一 j 
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三吋∞drぜ+)川 (98) 
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た平衡状態での点渦の配置(円周境界)0 N = 240， E 二 8.58X 103， 1 = 5.74 X 102，入=1.0， 









kα1 (k < ki)，
k-α2， (ki < k < k2)う













叫a) にこの分布に対応した 2・点相関関数、循環の正負のペアごとに分けて、 R~++)(r) 、 R~+-)(r) 、
込-+)(γ)、 局一一)(r)、がプロットしである。この図を見て分かるように、母~++\γ) と吟一一)(r) 
は、ほとんど重なっており、式 (84)のフイツティング関数型に合っている。同様に、 RY一)(r)と
込一+)(r)はほとんど重なっているが、ピーク位置は先のものと大きく異なっている。そのピーク
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kQ1， (k < ki)， 
k-α2 (ki < k < k2)ぅ
k-1， (k2 < k)ぅ
，??
、???、 ? ， ，?? ??、?
の形は、
である。ただし、 α1= 4.81、α2= 1.94である。このエネルギースペクトルの形は同符号点渦系
のエネルギースペクトルに近いが、中間領域のべきが少し異なり、 α1の値も異なる。
次に、異符号点渦系で正温度の場合を紹介する。図 13(a)に図 7(a)ア二 128で示された正温度
平衡状態に対応する 2-)点相関関数見十十)(r)、 R~+-)(γ)、弘一十)(r) 、 RY一)(r)をフ。ロットしであ
る。見て分かるとおり、 R~++\r)、込一)(r)、込++)(r)、込一一\r) が重なっている。図川b) に
は対応したエネルギースペクトルをプロットした。これを見ると我々が中間領域と呼んでいた、
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度状態)0R~++\r) 、 R~+-)(r)、弘一+)(γ) 、込一一)(r)o E二2.69xω，1局 00E2N = 2.69 x附 7
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図 13: 図7(a)7= 128に対応した正温度状態における 2-点相関関数とエネルギースペクトル:
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